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36 CzESC DRUGA — ZADANIA

Zbiér Q nazywamy zdarzeniem pewnym.
Zbiér @ nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Jezeli A C Q, to méwimy, ze zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A,
Jesli jest elementem zbioru A.

Na przyklad zdarzenie elementarne: “w jednokrotnym rzucie kostka wypadlo
5 oczek” sprzyja zdarzeniu X’ C Q.

Moc zbioru A C Q jest to liczba lem—.mmm elementarnych sprzyjajacych zda-
rzeniu A. Moc zbioru A oznaczamy A.

Na przyklad: 9, = 2, Mg 6,05 =4, O, =6.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa

Niech © bedzie skoriczonym zbiorem zdarzeh elementarnych. Jezeli kazdemu
zdarzeniu A C Q przyporzadkowana jest dokladnie jedna liczba P(A) taka, ze
1. P(4) >0,

2. dla kazdych A, B C Q jezeli ANB = @, to P(AU B) = P(A) + P(B),

3. P(Y) =1,

to méwimy, ze na podzbiorach zbioru Q jest okreslone prawdopodobienstwo
P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobierstwem zdarzenia A.

Twierdzenie klasyczne

Jesli wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne (tzn. jesli
prawdopodobieristwo wszystkich zdarzen elementarnych jest takie samo), to
prawdopodobieristwo kazdego zdarzenia jest ilorazem liczby zdarzeh elemen-
tarnych sprzyjajacych temu zdarzeniu
mentarnych, czyli P(A4) =

przez liczbe wszystkich zdarzen ele-

Dl'ibll

PRAWDOPODOBIENSTWO 37

Rzucamy raz kostka do gry. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
otrzymamy parzysta liczbe oczek?

Mamy trzy kule z numerami 1, 2, 3. Losujemy trzy razy po jednej
kuli bez zwracania, a z otrzymanych cyfr ukladamy liczbe trzycyfrowa
~ (pierwsza wylosowana cyfra jest cyfra setek, druga — dziesiatek, a trzecia
- jednosci). Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze otrzymana liczba

bedzie wicksza niz 2007

3. Kostka szescienna jest pomalowana na rézowo. KrawedZ kostki ma 3 cm
,E:mom&. Kostke te rozcieto na 27 kostek o krawedzi 1 cm. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania na chybit trafil kostki, ktéra:

a) ma 3 Sciany rézowe,

b) ma 4 $ciany rézowe,

¢) ma 5 &cian rézowych,

d) nie ma ani jednej $ciany rézowej?

Ze zbioru {1,2,3,...,10} losujemy jedna liczbe. Sprawdz, co jest wigk-
~ sze: prawdopodobieristwo tego, ze otrzymana liczba bedzie podzielna
przez 3 lub przez 5, czy suma prawdopodobieristwa tego, ze otrzymana
liczba bedzie podzielna przez 3 i prawdopodobieristwa tego, ze bedzie
ona podzielna przez 57

Ze zbioru {1,2,3,...,10} losujemy jedna liczb¢. Sprawdz, co jest wigk-
sze: prawdopodobieristwo tego, ze otrzymana liczba bedzie podzielna
przez 2 lub przez 3, czy suma prawdopodobienistwa tego, ze otrzymana
liczba bedzie podzielna przez 2 i prawdopodobieristwa tego, ze bedzie
ona podzielna przez 37

Otrzymana odpowiedZ poréwnaj z odpowiedzia do zadania V .4.

V.6. Udowodnij, ze jezeli zdarzenia A, As, ..., A, wylaczaja si¢ parami, czyli
dla kazdych i,j € {1,2,...,n} takich, ze i £ j A;NA; = 9, to P(A1U

UAs U ... C\&:v = W?ﬁuv + TTAmv + ...+ WAK»:V.

V.7. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losujac jedna z 27 kostek z
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zad. V.3 wylosujemy kostke, ktéra ma 3 sciany rézowe lub nie ma ani
Jednej $ciany rézowej?

V.8. Niech © bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, a P prawdopodobiern-

stwem okreslonym na podzbiorach zbioru . Udowodnij, ze P(@) = 0.

V.9. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wsréd liezb 1, 2, 3, ..., 49, 50

losowo wybrana liczba okaze sie podzielna przez 7 i przez 97

V.10. Rzucamy 2 razy kostka do gry. Wykaz, ze jest bardziej prawdopodobne,
ze liczba oczek, ktéra wypadla w jednym z rzutéw jest dzielnikiem liczby

oczek, ktéra wypadla w drugim rzucie, niz ze zadna z nich nie dzieli
drugiej.

V.11. Rzucamy dwukrotnie kostka do gry. W pierwszym rzucie wypadlo ay,
a w drugim a; oczek. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze:
a) reszta z dzielenia przez 3 sumy aj + ay jest réwna 1,

b) reszta z dzielenia przez 4 iloczynu ay - ay jest réwna 27

V.12. Oblicz prawdopodobierstwo tego, ze przy 4-krotnym rzucie kostka do
gry 3 kolejne wyniki utworza ciag geometryczny.

V.13. Mamy 8 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 8 i 10 komdrek ponu-
merowanych liczbami od 1 do 10. Rozmieszczamy w dowolny sposéb
kule w komdrkach. Co jest bardziej prawdopodobne: to, ze wszystkie

kule znajda sie w komdrkach o numerach parzystych, czy to, ze komdrki
o numerach 1, 2, 3, 4, 5 beda puste?

V.14. Oblicz prawdopodobieristwo _Wmm._o‘ ze przy rozmieszczeiu k réznych kul

w n komdrkach ustalona komdrka bedzie zawierala Jedna ustalona kule.

V.15. Niech A C Q, a A’ niech bedzie zdarzeniem przeciwnym do A. Udowo-
dnij, ze P(A’) =1 - P(A).

V.16. Oblicz prawdopodobieristwo nmwo. ze przy rozmieszczeniu k réznych kul

w n komdrkach ustalona komdrka bedzie zawierala co najmniej jedna
kule.

V17, Z liczb 1, 2, 3, 4, 5 losujemy kolejno bez zwracania dwie: a i b.

¢ Ukladajac je w kolejnosci losowania tworzymy liczbe dwucyfrowa 10a+
+b. Oznaczmy przez P prawdopodobieristwo tego, ze bedzie to liczba
podzielna przez 3. Wykaz, ze P jest pierwiastkiem réwnania 25z24
+bx —6=0.

V.18. W urnie jest 9 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 9. Losujemy
kolejno 2 kule nie zwracajac ich do urny. Z cyfr na wylosowanych kulach
tworzymy liczbe dwucyfrowa: cyfra wylosowana na pierwszej kuli .mm.mﬂ
cyfra jednosci, druga — cyfra dziesiatek. Niech P4, Py, P. oznaczaja

_ odpowiednio prawdopodobieristwa tego, ze:

~ a) otrzymana liczba jest parzysta,
b) obie cyfry sa nieparzyste,
¢) otrzymana liczba nie jest mniejsza niz 12.
Wykaz, ze P, + 2P, = P..

V.19. Z cyfr 1, 2, 3, ..., 9 losujemy kolejno bez zwracania trzy cyfry a, b, ¢
i ukladamy je w kolejnosci losowania w liczbe abe (zapis w dziesigtnym
ukladzie pozycyjnym). Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze otrzy-

mana liczba jest wigksza niz 6667

V.20. W 12-pietrowym budynku jedzie winda k oséb. Niech P oznacza praw-
dopodobieristwo tego, ze kazda osoba wysiadzie na innym pietrze. Oblicz
Py, jesli k spelnia réwnanie:
a) 22— 12z - 13 =0,
b) 2z2 — 17z + 8 = 0.

V.21. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze wsréd k losowo wybranych oséb

kazda osoba obchodzi urodziny innego dnia roku.

V.22. Losowo ustawia sie ciag 8 oséb. Niech P; oznacza prawdopodobieri-

stwo tego, ze ustalonych i 0séb stoi na ustalonych dla siebie ¢ miejscach

) Py By Fe-Ps & 1
=1 2,...,8). PPy -P; - P7+ 105

Udowodnij, ze TP
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. = ; . i dopodobieri-
V.23. Zbiér {1,2,3,...,10} zostal uporzadkowany w sposéb losowy. Ovzn&g loterii jest N loséw, z ktérych n wygrywa. Oblicz MSS P2 1

‘ . z 3 let 1 wajacy.

Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w tym uporzadkowaniu 2 i | #lwo tego, ze posiadacz r loséw ma co najmniej jeden los wygrywajacy

I Al epia, v W loterii jest n losdw, z ktérych k wygrywa, a m daje prawo do

V.24. 10 oséb posadzono przy okraglym stole. Oblicz prawdopodobieristw( _.-. Wyciagnigcia nastepnego losu. Jakie jest prawdopodobieristwo wygra-

tego, ze ustalone 2 osoby bedg siedzialy obok siebie. nej?
W L, > o .
V.25. Losowo ustawia sie ciag n os6b, wsréd ktérych sa A i B. Jakie ummf.; Uczen umie odpowiedzieé na 20 sposréd 25 pytan egzaminacyjnych. Z.m
prawdopodobienstwo tego, ze miedzy A i B stanie dokladnie r 0séb? ~ egzaminie otrzymal 3 pytania. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze

i : ~ uezen dobrze odpowie na co najmniej 2 pytania?
V.26. W sklepie byly pilki w pieciu kolorach: bialym, niebieskim, czerwo-

nym, fioletowym i zielonym. Troje dzieci kupilo po jednej pilce. Jakic
Jest prawdopodobienstwo tego, ze kupione pilki byly w kolorach bialym,
czerwonym i zielonym?

V B, Jakie jest prawdopodobiestwo tego, ze wsréd trzynastu losowo wybra-
nych kart znajduje sie dokladnie k par dziewiatek (k =0,1,2)7

V I, W czasie spotkania towarzyskiego, na ktérym bylo 6 par malzenskich,

R e g et ego, Ze w grupie 20 wybranych losows wybrano losowo 2 mezczyzn i 2 kobiety. Wykaz, ze prawdopodobienstwo

0s6b, 3 sposréd nich urodzily si¢ w sobote, a 5 w niedziele? tiego, ze wsréd losowo wybranych oséb bedzie dokladnie jedna para mal-

j i iz ien ze nie bedzie
V.28. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze w 12 rzutach kostka kazda liczbe genska jest 2 2.5%. ‘Wﬁnwmsm niz prawdopodobieristwo tego, ze e
oczek otrzymamy dokladnie 2 razy. wéréd nich meza i zony.

o . 3 a0 ajwyzej kul moze
V.29. Sposréd pigciu pretéw o dlugosciach 1, 3, 4, 5, 6 losujemy trzy prety, V. #%. W urnie jest n kul, z ktérych 5 jest czarny ow. I M Ho_n J Mahvomocw&
A g : ul pra =
Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze z wylosowanych pretéw mozna by¢ w urnie, aby przy jednoczesnym _Omosmﬁ: v s
zbudowad: stwo wylosowania dwdch kul czarnych bylo wieksze niz 50
a) réjleat; V 88. W urnie sa kule biale, czerwone i zielone. Kul zielonych jest 2 razy
b) tréjkat prostokatny?

wiecej niz bialych, a czerwonych jest 3 razy wiecej niz bialych. Ile jest

V.30. W urnie jest 10 kul biatych i 5 czarnych; kul bialych, jezeli przy jednoczesnym losowaniu E.sm.or _Ew Ewﬁ“ﬂco&o.
a) wyjeto z urny 1 kule, ktéra okazala si¢ biala, bienistwo wylosowania kazdej kuli w innym kolorze jest réwne £=7

b) wyjeto z urny 14 kul i okazalo sig, Ze w urnie zostala kula biala.

fo o : : A Brira
Prawdopodobienstwo ktérego zdarzenia jest wicksze i ile wynosi? V.89. Rzucamy pi¢cioma réznymi monetami. Jakie jest prawdopodobie

wyrzucenia orla co najmniej 3 razy?
V.31. Jakie jest prawdopodobieristwo trafienia

a) czworki V 40. Niech P; oznacza prawdopodobieristwo tego, ze %m&& k losowo Su&z.uu
otk nych oséb dokladnie jedna para obchodzi urodziny tego samego dnia

e ; tkie pozostale osoby — kazda innego dnia). Oblicz MWDF

¢) sz6stki w totolotku? (Losujemy 6 z 49.) roku (a wszys p i
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V.41. Z czterech cyfr: 1, 2, 3, 4 ukladamy wszystkie liczby trzycyfrowe Rozpatrzmy zbiér funkeji f:{0,1,2,...,9} — {1,2,3,4,5}. Jakie jest
czterocyfrowe, przy czym w kazdej liczbie kazda cyfra moze wystepowa prawdopodobieristwo tego, ze zbiér wartosci losowo wybranej funkcji
tylko raz. Wybieramy jedna liczbe trzycyfrowa i jedna czterocyfrowy bedzie 2-elementowy?

Co jest bardziej prawdopodobne: ze liczbg trzycyfrowa bedzie 123, cz . ]
ze liczba czterocyfrowa bedzie 12347 10 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 10 - s

fladach. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze przynajmniej jedna

V.42. Zbiér {1,2,3,...,10} uporzadkowano w sposéb losowy. Jakie jest praw szuflada bedzie pusta?
dopodobienistwo tego, ze w tym uporzadkowaniu 3 wystapi przed 17

f — . . .
<-. Niech  bedzie danym zbiorem zdarzeni elementarnych i niech P bedzie
Vi oD recay il soay monsia: Warkaty o Ew“mowomozmmmns, prawdopodobieristwem okreslonym na podzbiorach zbioru Q. Udowo-
tego, iz otrzymaja te sama liczbe orléw jest réwne (%) ~ dnij, ze dla kazdych A, B,C C Q@ P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—

e ~ ~P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

V.44. W 6 komdrkach rozmieszczamy 6 kul (kule i komdrki sa rozréznialne)

Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej 2 komdrki bedi¥ B4, Rozwiaz zad. V.52 wykorzystujac wzér z zad. V.53.
puste?

<.'ﬁ. Mamy 3 listy i 3 odpowiednio zaadresowane koperty. Wkladamy listy
V.45. Rozpatrzmy dwa zbiory: X = {1,2,3,4,5}iY = {1,2,3, ..., 10} ora

wszystkie funkcje f : X — Y. Jakie jest prawdopodobiedistwo tego,

zbiér wartosci losowo wybranej funkcji okaze sie 5-elementowy?

do kopert na chybil trafil. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze zaden
list nie trafi do swojej koperty?
V 6. Mamy 10 kul bialych i 5 czarnych. Ukladamy je jedna za druga w
V.46. Ze zbioru kolejnych liczb naturalnych od 1 do 100 wybieramy losowc

Jedna liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze jest to liczba podziel-
na przez 3 lub przez 4.

sposob losowy. Co jest bardziej prawdopodobne: ze otrzymamy 5 serii
kul bialych i 4 serie kul czarnych, czy ze otrzymamy 4 serie kul bialych
i 4 serie kul czarnych?

V.47. Niech Q bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych i niech P bedzic

prawdopodobieristwem okreslonym na podzbiorach zbioru Q. Udowo. O . . O O O O . O O O . . O O

dnij, ze dla kaidych A,BC Q P(AUB) = P(A) 4+ P(B)—P(AN B). el
R ek L Uwaga: przez seri¢ kul rozumiemy dowolna liczbe¢ kul jednego koloru
V.49. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobiestwo WyIzZu- ustawionych jedna za druga; na przyklad w uporzadkowaniu przedsta-

cenia co najmniej jednej czwérki lub jednej széstki. wionym na rys. 3 wystepuja 4 serie kul bialych i 3 serie kul czarnych.
V.50. Z talii 52 kart losujemy 5 kart. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowa-
nia dokladnie jednego kréla lub dokladnie jednej karty koloru czerwo- w sposéb losowy. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w takim

e uporzadkowaniu bedzie dokladnie k serii dowolnego typu?

V 67. Mamy b kul bialych i ¢ kul czarnych. Ukladamy je jedna za druga
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V.58. Niech A,B C Qi B C A. Udowodnij, ze wéwczas P(A \ B)

V.59.

V.60.

V.61.

= P(A) — P(B).

Wykonujemy doswiadczenie polegajace na rzucaniu moneta az do otrz
mania orla. Oznaczmy przez P, prawdopodobienstwo tego, ze prol

o0
skoniczy sie dokladnie po n rzutach. Oblicz P,, i MU P
n=1
Rzucamy moneta az do uzyskania pierwszego orla. Oblicz prawdop:e
dobieristwo tego, ze bedzie potrzebna parzysta liczba rzutéw.

Wykonujemy doswiadczenie polegajace na rzucaniu kostka az do otrzy
mania jedynki. Oznaczmy przez P, prawdopodobieristwo tego, ze proh
skoriczy si¢ dokladnie po n rzutach.

a) Oblicz P,,. _
b) Dla jakiego n prawdopodobienstwo P,, jest najwieksze. Zinterpretu
uzyskany wynik. !

Czesc trzecia

ROZWIAZANIA
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